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Uwaga. Jeżeli uczeń poprawnie rozwiązał zadanie metodą inną niż podana w schemacie rozwiązania otrzymuje maksymalną 
liczbę punktów za to zadanie.  
 
 

Zadanie 1 (za  8  punktów) I sposób Pkt Punkty za: 

𝑎2 = (√5 − 1)
2
= √5

2
− 2√5 + 1 = 6 − 2√5 1 Wyznaczenie wartości 𝑎2. 

𝑏2 = 5   

𝑐2 = (√5 + 1)
2
= √5

2
+ 2√5 + 1 = 6 + 2√5 1 Wyznaczenie wartości 𝑐2. 

𝑎𝑏 = (√5 − 1)√5 = 5 − √5 1 Wyznaczenie wartości 𝑎𝑏. 

𝑎𝑐 = (√5 − 1)(√5 + 1) = √5
2
− 12 = 5 − 1 = 4 1 Wyznaczenie wartości 𝑎𝑐. 

𝑏𝑐 = √5(√5 + 1) = 5 + √5 1 Wyznaczenie wartości 𝑏𝑐. 

 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 6 + 2√5 + 5 + 6 − 2√5 = 17 1 
Wyznaczenie wartości 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2. 

𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 5 − √5 + 4 + 5 + √5 = 14 1 
Wyznaczenie wartości 

 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐. 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 = 17 − 14 = 3. 1 
Wyznaczenie wartości 

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐. 

Odpowiedź:  3.   

 
 

Zadanie 1 (za  8 punktów) II sposób Pkt Punkty za: 

Zauważmy, że 𝑎 = 𝑏 − 1 oraz 𝑐 = 𝑏 + 1 
Zatem: 
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 = 

1 
Zauważenie, że 

 𝑎 = 𝑏 − 1 oraz 𝑐 = 𝑏 + 1. 

 
 = (𝑏 − 1)2 + 𝑏2 + (𝑏 + 1)2 − (𝑏 − 1)𝑏 − (𝑏 − 1)(𝑏 + 1) − 𝑏(𝑏 + 1) 

2 

Zapisanie wyrażenia 

   𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 

w postaci wyrażenia 

 z jedną zmienną. 
   
= 𝑏2 − 2𝑏 + 1 + 𝑏2 + 𝑏2 + 2𝑏 + 1 − 𝑏2 + 𝑏 − 𝑏2 + 1 − 𝑏2 − 𝑏 = 3 
 

1 
Poprawne stosowanie wzorów 

skróconego mnożenia. 

3 Poprawna redukcja wyrażeń. 

Odpowiedź: 3. 1 
Otrzymanie bezbłędnego 

wyniku. 
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Zadanie 2 (za 8 punktów)       I sposób Pkt Punkty za: 

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. 

1 

Wprowadzenie 
odpowiednich oznaczeń 
ustalenie długości 

odpowiednich odcinków. 

Z podobieństwa zaznaczonych trójkątów wynikają zależności między długościami 

odpowiednich odcinków, np: 

 

 

 

𝑦

𝑥
=
8

4
  

𝑦

𝑥
=
𝑦 + 8

𝑥 + 4
 

 

1 

Zauważenie jednej  
z par trójkątów podobnych 

i zapisanie zależności 
między długościami 
odpowiednich boków. 

 

Z podobieństwa trójkątów (niepodobnych do wcześniej wymienionych)  

wynikają zależności między długościami odpowiednich odcinków, np: 

 

 

 

𝑦

𝑥 + 3
=
8

6
 

 
𝑦

𝑥 + 3
=
𝑦 + 8

𝑥 + 9
 

 

 

1 

Zauważenie drugiej  
z  par trójkątów podobnych 

i zapisanie zależności 
między długościami 
odpowiednich boków. 

 

Ciąg dalszy znajduje się na następnej stronie.  
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Zadanie 2 (za 8 punktów)       I sposób  (ciąg dalszy) Pkt Punkty za: 

{

𝑦

𝑥
=
8

4
𝑦

𝑥 + 3
=
8

6

 1 
Zapisanie układu równań 
lub równania prowadzącego 

do wyznaczenia długości 
odpowiednich odcinków. 

{

𝑦

𝑥
= 2

𝑦

𝑥 + 3
=
4

3

 

{
𝑦 = 2𝑥         

   3𝑦 = 4𝑥 + 12
 

 

{
𝑦 = 2𝑥          
  6𝑥 = 4𝑥 + 12

 

 

{  
𝑦 = 12
𝑥 = 6

 

1 
Poprawna metoda 

wyznaczania długości 
odpowiednich  odcinków. 

 
Wyznaczamy długość odcinka będącego wysokością trójkąta 𝐸𝐵𝐺: 

|𝐺𝐻| = 8 + 𝑦 

|𝐺𝐻| = 8 + 12 

|𝐺𝐻| = 20 

1 

Poprawna metoda 
wyznaczania długości 
wysokości trójkąta 𝐸𝐵𝐺 

poprowadzonej 
z wierzchołka 𝐺. 

Pole 𝑃 trójkąta 𝐸𝐵𝐺 jest zatem równe: 

𝑃 =
1

2
∙ |𝐸𝐵| ∙ |𝐺𝐻| 

𝑃 =
1

2
∙ 5 ∙ 20 

𝑃 = 50 
 

1 
Poprawna metoda 

wyznaczania pola trójkąta 
𝐸𝐵𝐺. 

Odpowiedź.  Pole trójkąta 𝐸𝐵𝐺 jest równe 50. 1 Bezbłędny wynik. 
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Zadanie 2 (za 8 punktów)       II sposób Pkt Punkty za: 

 
Ponieważ boki 𝐴𝐵 i 𝐶𝐷 są długości 9 . 
więc |𝐸𝐵| = 9 − 4 = 5  oraz |𝐷𝐹| = 9 − 6 = 3. 
 

1 
Ustalenie długości odcinków 

𝐸𝐵 i 𝐷𝐹. 

Czworokąt 𝐴𝐵𝐶𝐷  jest prostokątem, więc 𝐴𝐵||𝐶𝐷 i stąd 
mamy dwie pary kątów odpowiadających 
przystających: 

|∠𝐵𝐸𝐺| = |∠𝐹𝐷𝐺| oraz |∠𝐺𝐵𝐸| = |∠𝐺𝐹𝐷|. 

Zatem trójkąty 𝐸𝐵𝐺 i 𝐷𝐹𝐺 mają odpowiednie kąty 
przystające,  
a więc  z cechy podobieństwa kąt-kąt-kąt wynika,  
że trójkąty 𝐸𝐵𝐺 i 𝐷𝐹𝐺 są podobne. 

1 
Zauważenie,  

że trójkąty 𝐸𝐵𝐺 i 𝐷𝐹𝐺  
są podobne. 

Znając długości odpowiednich boków 𝐸𝐵 i 𝐷𝐹  

możemy obliczyć skalę podobieństwa: 

trójkąt 𝐸𝐵𝐺 jest podobny do trójkąta 𝐷𝐹𝐺 w skali  𝑘 =
|𝐸𝐵|

|𝐷𝐹|
=

5

3
 . 

1 

Wyznaczenie skali 
podobieństwa trójkątów 

 𝐸𝐵𝐺 do 𝐷𝐹𝐺   
lub  

𝐷𝐹𝐺 do 𝐸𝐵𝐺 . 

 

Czworokąt 𝐸𝐵𝐹𝐷 jest trapezem o podstawach długości: |𝐸𝐵| = 5 i |𝐷𝐹| = 3 

oraz wysokość |𝐴𝐷| = 8, więc pole T tego trapezu jest równe: 

𝑇 =
(5 + 3) ∙ 8

2
= 32 

1 
Obliczenie pola trapezu 

𝐸𝐵𝐹𝐷. 

Niech 𝑃 oznacza pole trójkąta 𝐸𝐵𝐺:    𝑃𝐸𝐵𝐺 = 𝑃  

Wówczas pole trójkąta 𝐷𝐹𝐺 można wyrazić jako:    𝑃𝐷𝐹𝐺 = 𝑃 − 𝑇 

1 
Zauważenie odpowiedniej 
zależności między polami 
trójkątów 𝐸𝐵𝐺 i 𝐷𝐹𝐺. 

Stosunek pól figur podobnych jest równy kwadratowi skali podobieństwa 
więc: 

𝑃

𝑃 − 𝑇
= 𝑘2 

 

1 
Zauważenie odpowiedniej 
zależności między polami 
trójkątów 𝐸𝐵𝐺 i 𝐷𝐹𝐺.  

 
𝑃

𝑃 − 32
=
25

9
 

 
25(𝑃 − 32) = 9𝑃 

25𝑃 − 800 = 9𝑃 

16𝑃 = 800 

𝑃 = 50 

1 
Poprawna metoda 

rozwiązania równania. 

Odpowiedź.  Pole trójkąta 𝐸𝐵𝐺 jest równe 50. 1 Bezbłędny wynik. 
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Zadanie 3 (za 8 punktów) Pkt Punkty za: 

𝑛𝑥 − (2𝑛 + 18) = 0   
 
𝑛𝑥 = 2𝑛 + 18 
 

𝑥 =
2𝑛 + 18

𝑛
 

 

1 

Poprawna metoda 
rozwiązania równania 
𝑛𝑥 − (2𝑛 + 18) = 0  
z niewiadomą 𝑥. 

𝑥 = 2 +
18

𝑛
 

 
1 

Zapisanie rozwiązania 
w postaci sumy liczb 

 2  oraz   
18

𝑛
 . 

Liczba 𝑥 jest całkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczba  
18

𝑛
  jest całkowita, a więc liczba 

𝑛 musi być dzielnikiem liczby 18. 
1 

Zauważenie, że liczba 
𝑛 musi być 

dzielnikiem liczby 18. 

Liczba  18 ma 6 dzielników: 1, 2, 3, 6, 9, 18.  
 
 
 

1 

Poprawne 
wyznaczenie liczby 

naturalnych 
dzielników liczby 18.  

Zatem 6 uczniów, otrzymało równania, których rozwiązaniem jest liczba całkowita. 1 

Poprawny wniosek 
o liczbie uczniów, 
których równania 
mają rozwiązanie 

całkowite. 
 

Wszystkie rozwiązania są różne więc jest ich 30. 1 
Zauważenie, że 

wszystkich możliwych 
rozwiązań jest 30. 

Zatem prawdopodobieństwo zdarzenia, że losowo wybrany uczeń otrzymał równanie, 

którego rozwiązaniem jest liczba całkowita jest równe 𝑝 =
6

30
=

1

5
.  

1 

Poprawna metoda 
wyznaczania 

prawdopodobieństwa 
opisanego zdarzenia. 

Odpowiedź:  
1

5
 . 1 Bezbłędny wynik. 
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Zadanie 4 (za  8 punktów) Pkt Punkty za: 

Niech 𝑎 oznacza długość krótszej przyprostokątnej trójkąta. 
Niech 𝑏 oznacza długość dłuższej przyprostokątnej trójkąta. 
Niech 𝑐 oznacza długość przeciwprostokątnej trójkąta. 
Niech 𝑉𝐴 oznacza objętość stożka 𝐴.  
Niech 𝑉𝐵 oznacza objętość stożka 𝐵. 

Wówczas: 𝑉𝐴 =
1

3
∙ 𝜋 ∙ 𝑎2 ∙ 𝑏 oraz  𝑉𝐵 =

1

3
∙ 𝜋 ∙ 𝑏2 ∙ 𝑎. 

1 

Wprowadzenie 
odpowiednich 

oznaczeń opisowo 
lub na rysunku 
z wyróżnieniem 

promieni podstaw 
i wysokości obu 

opisanych w zadaniu 
stożków. 

Z informacji podanych w zadaniu wynika, że: 

{
𝑉𝐴 =

√3

3
∙ 𝜋      

𝑉𝐵 = 𝜋              
  

1 
Zapisanie układu 
równań opisującego 
objętości obu stożków. 

{
 

 
1

3
∙ 𝜋 ∙ 𝑎2 ∙ 𝑏 =

√3

3
∙ 𝜋      

1

3
∙ 𝜋 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏2 = 𝜋               

 1 

Zapisanie układu 
równań opisującego 
objętości obu stożków, 

w których 
niewiadomymi 
są długości 

przyprostokątnych 
opisanego  w zadaniu 

trójkąta. 

{𝑎
2 ∙ 𝑏 = √3    
𝑎 ∙ 𝑏2 = 3       

          {
𝑏 =

√3

𝑎2
         

𝑎 ∙ 𝑏2 = 3
    {

𝑏 =
√3

𝑎2
     

𝑎 ∙
3

𝑎4
= 3

         {
𝑏 =

√3

𝑎2
     

3

𝑎3
= 3     

   

{
𝑏 =

√3

𝑎2
     

3

𝑎3
=

3

1
      

              {𝑏 =
√3

𝑎2
     

𝑎3 = 1     
                  {𝑏 =

√3

𝑎2
     

𝑎 = 1      
         {𝑏 = √3     

𝑎 = 1       
   

 

2 

Poprawna metoda 
rozwiązania układu 

równań. 
 

Przyznajemy  
1 punkt, gdy uczeń 
dojdzie do równania 
z jedną niewiadomą 

i dalej popełnia błędy 
metody. 

{
 𝑎 = 1     

𝑏 = √3
 1 

Bezbłędne 
rozwiązanie układu 

równań 
(niekoniecznie 
w najprostszej 

postaci). 

Z twierdzenia Pitagorasa mamy: 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 = 12 + √3
2
= 4. 

Wynika stąd, ż𝑒   𝑐 = 2. 

1 

Poprawna metoda 
wyznaczania 

przeciwprostokątnej 
opisanego w zadaniu 

trójkąta. 

Odpowiedź: Długość przeciwprostokątnej jest równa 2. 1 Bezbłędny wynik. 

 


